NC - P(n) = n°",

PARTIME(T(n)) < SPACE(T(n)*); SPACE(T(n)) < PARTIME(T(n)"); k a k' konstanty; PARTIME(f(n)) paralelné v ¢ase O(f(n)), SPACE(f(n)) sekvencné v prostoru O(f(n))

T(n) = log°" - polylog &as s polynomialnim po&tem procesort
y y

if (n</°)and ("' < n)then 7, :=i

Algoritmus Cas # proc model Sitka slova
Llog n vi= 2] o(1) Llogn| CREW O(log n)
if (v>0)and (1 %,=0)then 7, =i
Mog N vi= o(1) Llognj CREW O(log n)
if (v>0)and (1¥,=0) then
ifn=2then 7, =i
else 7 :==i+1
Max v konst | PID — (log n)-bitova Cisla i (tym) a j (¢len) o(1) n? COMMON | min. Budno: n je
Case ifj=0then 7,,,,;,:=0 2logn mocnina 2
if (x; <x) then 7,1, == 1
if ( =0)and (7,11+;=0) then 7 =7,
S¢itani n Gisel | soucet n &isel s b bity nebude mit’ vic nez O(b + log n) bitd: o(1) p2"*ogm 1 COMMON | n(b+log n)+ | Buno: n je
s b bity log n viz alg. vysSie logn mocnina 2
b spocitame max. a pouzijeme horni celou ¢ast’ logaritmu
Xoreee X 21(*og M tymi po n proc.; PID — y,, ..., ¥,., s b+ log n bity a j s log n bity
— 0-ty Clen tymu kontroluje, jestli y, = x,
— |-ty Clen tymu kontroluje, jestli y, =y, , + X
pravé jeden tym nezjisti Zzadnou nerovnost’ — jeho manazer extrahuje y, _, -
vysledek
Nasobeni zjisti b (log vétsiho z nich) — 7, o(1) p2b@btiegh) | COMMON | O(b(b+log
dvou b for i in parallel do b)) = O(b?)
bitovych Cisel extrahuj i-ty bit Cisla x, (odpovida fadu 2
kdyz je bit 1, posun x, o i bitt doleva (tj. nasob 2') — 7;,, zapi§ 0
jinak do 7,,,zapis 0
soucet 7, ..., 7, spoCitame v konst. Case
Odmocriovani | n tymu o) 2 0log” n) COMMON 0(log2 n) c>1eN
tym i kontroluje, zda i =l n+ 1 neZ
2
poé&ita i° pomoci c-1 nasobeni; jeden tym ma 2°%¢ " procesort — Tl




Scitani s Vstup: n € N's n'"tbity pro néjaké celé ¢ = 2 o(1) COMMON O(n‘*jlm)
mensi itkou | soucet a kazdy Gasteény soucet ma max. O(n' %) bitu
slova spogitej m = ri
1. rozdél vstupni €isla do skupin po m Cislech a secti kazdou skupinu; opaku
c-krat — dostaneme - (8itka slova: m-nl™t = nl‘?f?c)
2. secti -L ¢astecnych soudtd (Sitka slova: -4 - nl=t=pl7mn)
prev prev(X,, ... ,X,) = <Yy, ..., ¥,> o(1) n? COMMON | O(log n)
kdey, =
e jpokudx =x,j<iax/!=xproj<k<i
e 0 pokud takové j neexistuje
n? tyma - tym odpovida dvojici <i, j>, 1<i,j<n
1. komunikacni registr pro kazdy tym, inicializovan na 0
2. k-ty procesor, j < k <i (ostatni nepracuji) ovéfi, zda x, != x,, pokud zjisti
rovnost, zapise 1 do kom. registru
3. manazer kontroluje kom. registr tymu, pokud je tam 0 a x; = x, — 7, 1=
last last(Xy, ... ,X,) = <Yy, ..., ¥,> o(1) n’ COMMON| O(log n)
kde y, =
e jpokudx =xax/!=xproj<ksn
e 0 pokud takové j neexistuje
Tranzitivni Vstup: orientovany graf G = (V, E), V={1, ..., n}, E je mn. orientovanych hran | O(logn) | n® COMMON | O(log n)
uzavér grafu | zadana matici sousednosti - A[i, j] = true < (i, j) € E.
Vystup: graf tranzitivneho uzaveru G’ = (V, E’), kde (x, y) € E’ & v G existuje cest
zxdoy.
1. PID—|ilj|k]|
a. i:= 2
b. j:= L.ElQmﬂ.ad_nEJ
c. k:= PIDmodn
2. A, i] :=true
3. log ntimes do
if A[i, K] and A[k, j] then A[i, j] := true
Min - for k :== m - 1 downto 0 do O(logn) |4 EREW

vyvazeny bin.
strom

for all j, 2¢ < j < 2" in parallel do
All] := min(A[2]], A[2j + 1])




Technika for all k € L in parallel do O(log n) CREW distance —
zdvojovani P(k) := next(k); value,
If P(k) != k then distance(k) := 1 + — néjaka
else distance(k) := 0 binarni,
Repeat log n times asociativni
For all k € L in parallel do operace @
If P(k) != P(P(k)) then (napf. max,
distance(k) := distance(k) + distance(P(k)); min...)
P(k):= P(P(k))
For all k € L in parallel do rank(k) := distance(k);
Prefixové n Cisel ulozenych v poli A - A[n], A[n + 1], . . ., A[2n — 1] pouzije se
vypocty prefixovy vypocet spocita hodnoty A[n], A[n] & A[n + 1], Aln] @ A[n + 1] & A[n + 2 metoda
..., kde @ je asociativni binarni operace binarniho
for k :== m - 1 downto 0 do stromu,
for all j, 2 <j < 2" - 1 in parallel do A[j] := A[2j] ® A[2] + 1]; necht n =27,
B[1] := A[1]; pro vhodné
fork:=1tomdo celéem>0
for all j, 2<j<2“" - 1in parallel do
if odd(j) then BIj] := B[5! ]
else if j = 2“then B[j] := A[j]
else B[j] := B[ - 1] @ AJj];
Minima Vstup: vektor celych Cisel x(1), ..., x(n) a vektor intervalt int(i) = (I(i)..r(i)), oba metoda
interval(l velikosti n binarniho
Vystup: pro kazdé i spocitat min{x(k); k € int(i)}. stromu; n
1. v kazdém uzle spocitame minimum z jeho potomkl — dostaneme minima mocnina
v “dobrych” intervalech dvojky, x(i)
2. kazdému intervalu int(i) = (I(i)..r(i)), se pfidéli 1 procesor, ten udéla rozklad ulozené
na “dobré” intervaly a spocita z nich minimum v listech
Euler cyklus 1. kazdy seznam sousedl zacyklime zdvojovanim O(log n)
na stromé 2. forall (i, j) € E in parallel do tournext(i, j) := next(j, i)
Zakorenéni Eul. cyklus pfetrhneme v néjakém vrcholu — seznam prohledavani do hloubky
stromu, DFS | oC€isluj hrany v seznamu od 1: rank(r, s) je pofadové Cislo hrany (r, s) v Eul. cesté

neorient. hrana {r, s} se vyskytuje jako (r, s) a (s, r): s menSim €islem postupova,
druha navratova
pro kazdou postupovou hranu (i, j) dej father(j) := i




Pocet for all i in parallel do O(logn) | n
potomkfj nd(l) = rank(i, father(i))*rznk(father(z’),iﬁ1
vrcholu v
vCetné
Preorder spocitej podseznam postupovych hran
Cislovani ocisluj vrcholy: preorder(j) := Cislo hrany (father(j), j) + 1
pocatecni vrchol Eul. cesty bude mit €islo 1
disledek: i je predkem j < preorder(i) < preorder(j) < preorder(i) + nd(i)
Délka Vstup: G = (V, E), M][i, j] 2 0 matice ohodnoceni hran Vi, je V O(log* n) 0@05—”) CREW
nejkratsi Vystup: M[i, jl = 0 pro i = j; M’[i, j] = min{M[iO, i,] + M[i,, i,] + - - - + M[i,_,, i, ]} CREW CREW
cesty v grafu | minimum se pocita pfes vSechny posloupnosti iy, iy, ..., i, kde i, =iai, =]
O(logn) | O(n*
for all i, j in parallel do m[i, j] := M[i, j] COMMO | commoN | COMMON
repeat log n times N
for all i, j, k in parallel do
qli, j, k] := mfi, j] + m(j, K];
for all i, j in parallel do
mfi, j] := min{ml[i, jI, ali, 1, 1, ali, 2, j], ..., ali, n, jI};
for all i, j in parallel do
if i I=j then M[i, j] := ml[i, j]
else M’[i,j] =0
Komponenty | Vstup: Matice sousednisti neorient. grafu G = (V, E), kde V ={1, ..., n} 0@05—”) vrcholy i s
souvislosti Vystup: vektor C: CJi] = C[j] = k «< i a j patfi do stejné komponenty a k je nejmensi O(log” n) rovnakou
grafu Cislo vrcholu z této komponenty lze s hodnotou CJi]
O tvofi tzv.
for alli € Vin parallel do CJ[i] :=i po%;—gzjé pseudovrchol
repeat log n times iterve_llei |p tifgre]ziem
for all i € V in parallel do VnEIJS'hO Cli]
Tl := min,, {C[i] | (AL, jl = 1) & (C[j] 1= C[i]) } A
for all i € V in parallel do frr)1a '
T[i] := min, (T[] | (CE = i) & (T[] 1= 1) } e
for all i € V in parallel do BIi] := TIi] E{§{§“°'y’
repeat log n times Krovaii
for all i e V in parallel do T[i] := T[TJil] ggl‘gokoﬁqu

for all i € V in parallel do C[i] := min{ B[T[i]], T[i] }




Vylepseny Vstup: matice sousednosti A velikosti n x n O(log* n) O%)
alg. Vystup: pole D velikosti n, D[i] =nejmensi €islo vrcholu v komp. souvislosti, ve
komponent ktere lezi vrchol i
souvislosti
A, =A;n,:=n;k:=0;
while n, > 0 do
k:=k+1;
1. Clil:==min{j| (A_l,1=1)&(i!=j)}, pokud takové j neexistuje, ta
i
2. stahni pseudovrcholy def. prostfednictvim C na zakofenéné hvézd
3. kazdy kofen netrivialni hvézdy oznac jako “novy p-vrchol” a oCisluj
je; r(i) oznacCuje Cislo vrcholu i
4. n,:=pocet novych p-vrcholl
5. vytvof matici A, tvaru n, x n, - matici sousednosti pro nove
p-vrcholy
6. pro kazdy vrchol urci D[i] — rovna se i, kdyz CJi] =i, jinak opaénym
postupem nez (5) expanduj kazdy p-vrchol v na pseudovrchol a pro
vSechny prvky j pseudovrcholu D[j] := v
Minimalni Pro kazdy vrchol u € V necht {u, C(u)} je nejlevngji hrana z u. Potom existuje O(log? n) O%)

kostra grafu

minimalni kostra grafu G, ktera obsahuje (najednou) vSechny hrany {u, C(u)}
pro vSechny vrcholy u € V. C definuje les stromovych cyklu délky 2.

algoritmus analogicky algoritmu pro komponenty souvislosti

v kroku (1) CJi] := j takové, Ze cena(i, j) = min { cena(i,k) | i 1=k }

uchovani reprezentanta v kroku (5):

1. faze: pro kazdy vrchol uspofadat hrany do “novych p-vrcholl” podle Cisla
p-vrcholu

potom pro kazdy vrchol v kazdé skupiné se stejnym p-vrcholem vybrat minimum
podle ceny = z matice rozmeru n,_, X n,_, dostaneme matici sousednosti
rozmerd n,_, ¥ n, — hrany s minimalni cenou z kazdého vrcholu do novych
p-vrchol(

¢as O(log ny_;) s O(n,7—=-) procesory, z toho tfidéni na zacatku se da udélat v

log :;kl,l
Case O(log ny—1) s O(n,—;) procesory; pocitani minim — prefixovy vypocet
2. faze: transponované stejny postup = z matice rozmerud n,_, x n, dostaneme
matici sousednosti rozmerut n, X n, — hrany s minimalni cenou z kazdého nového
p-vrcholu do novych p-vrchold




2-souvislé
komponenty

Vstup: G = (V, E) neorientovany graf zadany matici sousednosti
Vystup: pole B[e] = B[f], pro hrany e, f € E, < e, f leZi ve stejné 2-souvislé
komponenté grafu G
Pomocny graf:
G’ = (E,E) — vrcholy su hrany grafu G,
T =(V, E’) je kostra, p(v) je otec vrcholu v; do E dame hrany tvaru
i.  {{u, p(u)}, {u, w}}, ak {u, w} € E\T, u < w a u neni kofen
i.  {{u, p(u)}, {w, p(w)}}, ak {u, w} € E\'T, u a w jsou neporovnatelné (jeden
neni naslednikem druhého)
i.  {w, p(w)}, {p(w), p(p(W))}}, pokud ani w, ani p(w) neni kofen a existuje
hrana {z, y} € E\ T takova, Ze z je naslednikem w a y neni naslednikem
p(w)
low(v) = nejmensi Cislo vrcholu, do kterého vede hrana z néjakého potomka
vrcholu v
high(v) = nejvétsi €islo vrcholu, do kterého vede hrana z nejakého potomka vrcho
v
podmienka (iii) = (low(w) < p(w)) & (high(w) = preorder(p(w)) + nd(p(w)))
low(v) a high(v) pro v8echny vrcholy se da spocitat metodou minim na intervalech
dokonce na EREW PRAM v ¢ase O(log n) s O(n) procesory

G” je podgraf G’ obsahuijici jen hrany typu (ii) a (iii)

G” ma maximalné n — 1 uzld (hrany z T)

G” ma méné nez (n — 1)* hran

najdeme komponenty souvislosti grafu G”

pro kazdou nekostrovou hranu najdeme né&jakou kostrovou hranu, ke které je
pfipojena (hrany typu (i)) a pfidame ji do jeji komponenty souvislosti
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Case
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kompone
nty grafu
(V,E)v
Case
O(f(IVI,
|E[) + log
V1)
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y grafu (V,
E)s
O(g(lV],
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hrany e, f
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neorient.
grafu =,
existuje
prosty cyklus
obsahuijici e,
f




Zorientovani
Euler. grafu

Vstup: G = (V, E) neorientovany alebo orientovany Eulerovsky
graf
Vystup: Euler. cyklus prochazejici vSemi hranami
Pfedzpracovani pre neorientovany graf H = (V, E) — volba orientace hran:
hranu {i, j} nahradime dvojici orientovanych hran (i, j) a (j, i); jednu z nich musime
“zahodit”
e reprezentace: seznam hran EDGE v poli velikosti 2|E|
e EDGE lexikograficky utfidime — ¢as O(log |E|) s O(|E|) procesory
dostaneme EDGE’, kde hrany vychazejici z jednoho vrcholu v jdou za
sebou a muzeme je oindexovat (v, v0), (v, v1), ..., (v, vd-1), kde d je
stupen vrcholu v v grafu H
e definujeme naslednika hrany: pro kazdé v e V aii liché
SUCCESSOR([(v,, V)] := (V, V,,4)
SUCCESSOR|[(v,,;, V)] := (v, Vv;) (i + 1 se po€ita modulo d)
tim se vytvori cykly s tim, ze pokud tam bude cyklus C, tak tam bude i
opacné orientovany cyklus C’ pfes stejné vrcholy
e pravé jeden z dvojice cykll C, C’ zruSime: napf. lexikograficky utfidime
hrany cyklu a ten z cyklt C, C’, ktery ma lexikograficky vétsi minimalni
hranu zruSime a jeho seznam hran vyradime z EDGE

Krok I: vytvoreni cyklu

e EDGE je seznam hran grafu; utfidime podle opacného lexikografického
usporadani (nejprv 2. slozka, potom 1.)

e SUCCESSOR := EDGE

e SUCCESSOR utfidime podle lexikografického usporadani; pfi tfidéni si
udrzujeme P[h] — puvodni poloha h-té hrany (i, j) v poli EDGE spolu s
hranou (i, j)

e EDGE a SUCCESSOR definuji cykly EDGE[P[h]] = SUCCESSOR[h]

e Cas O(log |[E)) = O(log |V|) = O(log n) s O(m) procesory pro
n=O(|V]) am = O(|E|)

Krok Il: pocitani reprezentantt cyklu
e reprezentant cyklu = lexikograficky nejmensi hrana cyklu — zdvojovanim
pres P[h]
e Cas O(log n) s O(m) procesory
ozn. C mnozinu reprezentantd (hran) cyklu
e skonstruujeme bipartitni graf G’ = (V', E’), kde V'=VUC,E ={{u, v} |u e
V, v e C, uje v cyklu reprezentovaném v}
forall 1 <i<min parallel do
for EDGE[i] = (u, v) do

O(log* n)




EDGE’[2i - 1] := (u, CYCREPIi])
EDGE’[2i] := (v, CYCREPIi])
¢as O(1), O(m) procesoru

e kazdy vrchol pfispéje do EDGE’ aspori dvakrat a muze lezet ve vice
cyklech

e odstranime duplikaty — lexikograficky utfidime EDGE a vynechame
duplikaty (kompresi pole)

e pfitom si pro kazdou hranu (u, v) e EDGE’ pamatujeme reprezentanta —
CERTIFICATE[(u, e)] — hrana vchazejici do u a lezici v cyklu obsahujicim
hranu e

e celkem m procesorl a ¢as O(log n)

Krok Ill: konstra grafu G’
e kostra T —¢as O(log* n) s 0%;22—”) procesory

e T je strom, ke kazdé hrané pfidame opacné orientovanou hranu=graf T’
e na T postavime Eulerovsky cyklus

Krok IV: vytvoreni velkého cyklu
Velky cyklus bude obsahovat hrany z T' a z G. Pofadi hran z G definuje Euler.
cyklus pro G a hrany z T’ tvofi Euler. cyklus pro T’
e definujme cyklické uspofadani hran incidentnich s vrcholem w € C
o {vO, w}, {v1, w}, ..., {vd-1, w}:
e pro0<asd-1necht
o (iy Vv,) oznacCuje CERTIFICATE[(v,, w)] a
o (Vg j,) 0znacuje SUCCESSOR((i,, v,)] po Kroku 1
e upravime EDGE a SUCCESSOR:
o do EDGE pfidame hrany z T’
o YyweC,0<sa=sd-1:
m  SUCCESSOR[(v,, W)] := (v, j,)
m  SUCCESSOR((i,V,)] == (w,v,)
o Vv,(w,v%) e T, necht v, susedi s wy, w,, ..., w,, € C, potom
SUCCESSOR[(W;, V)] := (Vg Wisy(moa )
O
@)
e dostavame Eulerav cyklus prochazejici vSemi hranami Gu T':
o Kazdé w e C definuje prochazeni jednim cyklem
o veVjsou “mosty” mezicykly zC
o kdyz “stahneme” vdechny hrany téchto mostu (tj. vynechame hrany
z T’), tak dostaneme Eulerlv cyklus pro G
o slozitost O(1) krokl s O(m) procesory







